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تمارين 8-2
2 جتا2 هـ - 7 جا2 هـ = 5 جتا2 هـ 	 	)1

اقسم الطرفَين على جتا  هـ لتحصل على:

جاهـ = 5
1 + جتاهـ

جا هـ
جتا هـ

استخدم ظا هـ = 

1 + ظا هـ = 5 

ظا هـ = 4 

هـ = ظا -1 4 	 	

 75.96 = هـ
255.96 = 75.96 + 180 الحل الثاني هو

الحلّن هما 256.0 ،760 )لأقرب منزلة عشرية واحدة( 

3 جا2 هـ + 5 جا هـ × جتا هـ - 2جتا2هـ اقسم الطرفَين على جتا2هـ لتحصل على: 	 	)2

2 جتا2 هـ
جتا2هـ

هـ = 
5جاهـ × جتا 

جتا2هـ
3 جا2 هـ + 

جتا2هـ

جا هـ لتحصل على:  3 ظا2 هـ + 5 ظا هـ - 2 = 0
جتا هـ

استخدم ظا هـ - 

استخدم 3 ظا2 هـ + 5 ظا هـ - 2 - 0 وحللّها إلى العوامل   	 	

)3 ظا  هـ - 1( ) ظا هـ + 2( - 0

إما 3 ظاهـ - 1 = 0
1
ظاهـ = 3

18.43 = هـ
1
لا توجد حلول أخرى في المجال 0 > هـ > 180 تحقّق من أن ظاهـ = 3

أو: ظا هـ + 2 = 0

ظا هـ = - 2 
63.43- = هـ 

ل  
شام

ي ال
رون

لكت
الا
لم 

مع
  ال



الوحدة الثانية: حساب المثلّثات 

111

 استخدم التمثيل البياني لتحصل على: 
 

ص = ظا هـ

ص = -٢

هـ
٠

٢-

٤-

٢

٤

�٩٠ �١٨٠ �٢٧٠ �٣٦٠
�٦٣,٤٣... �١١٦,٥٦...

 116.56 = 63.43 - 180 الحلّ الأوّل هو 
 الحلول هي: 116.6 ،18.4 )لأقرب منزلة عشرية واحدة(.

إذا علمت أن 8 جا2هـ + 2جتا2هـ - جتاهـ = 6 	 	)3

لا يوجد جاهـ في الصيغة الجديدة.

استخدم المتطابقة جا2هـ + جتا2هـ = 1 وأعد الترتيب لتحصل على: جا2هـ = 1 - جتا2هـ
عوّض بدل جا2هـ لتحصل على:

(ـ + 2جتا2هـ - جتاهـ = 6 8 )1 - جتا2ه
٨ - ٨ جتا2هـ + 2جتا2هـ - جتاهـ = ٦

٨ - ٦ جتا2هـ - جتاهـ = ٦
أعد الترتيب:

٦جتا2هـ + جتاهـ - ٢ = ٠
تحليل الطرف الأيمن إلى العوامل يعطي:

)3جتاهـ + 2( )2جتاهـ - 1( = 0
إما: 3جتاهـ + 2 = 0

2
جتاهـ = - 3
131.81 = هـ
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استخدم التمثيل البياني المقابل:
228.2 :الحل الثاني
أو: 2 جتاهـ - 1 = 0

1
جتاهـ = 2
60 = هـ

الحل الآخر في الفترة 0 > هـ > 360 حيث جتاهـ = 12 هو: 
 هـ = 300 = 60 - 360 )حيث جيب التمام موجب في الربع الرابع( 

300 ،228.2 ،131.8 ،60 :الحلول هي 
4 جا4هـ + ١٤ = ١٩ جتا2هـ 	 	)4

لاحظ أنه لا توجد حدود جاهـ في الطرف الأيسر

استخدم المتطابقة جا2هـ + جتا2هـ = 1 وأعد الترتيب لتحصل على: 		
جتا2هـ = 1 - جا2هـ

عوّض بدلً من جتا2هـ في المعادلة الأصلية لتحصل على: 
4 جا4هـ + 14 = 19 - 19 جا2هـ

استبدل س بـ جا2هـ لتحصل على: 
4 س2 + 14 = 19 - 19س 

4 س2 + 19س - 5 = .  
حلل الطرف الأيمن إلى العوامل لتحصل على: 	 	

)4س -1( )س + 5( = 0 
أما: س + 5 =0 

أي جا2هـ + 5 = 0 
جا2هـ = -5 لا يوجد حل. 

أو: 4س - 1 = 0
1
س = 4

وعليه يكون جا2هـ = 14 
ومنه، جاهـ = ± 12 

ص = جتاهـ

�٩٠ �١٨٠ �٢٧٠ �٣٦٠
�١٣١,٨١ �٢٢٨,٢

٣
٢ -

هـ

٢-

٢

٠
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استخدم التمثيل البياني الآتي:

ص = جا هـ

 هـ
�٩٠٠ �١٨٠ �٣٦٠

�٣٣٠�٢١٠
�١٥٠

�٣٠-

٢

٢
ص = -١

٢
ص = ١

 150 أو 30 = إذا كان جا هـ = 12 فإن هـ

330 أو 210 = إذا كان جا هـ = - 12 فإن هـ

330 أو 210  ،150 ،30  :الحلول هي

تكون جا موجبة في الربعَين الأولّ والثاني 
وتكون سالبة في الربعَين الثالث والرابع

اكتب جا ه ـظا هـ = 3  	 	)5

بالصورة جتا2هـ + 3 جتاهـ - 1 = 0 		

الصورة المطلوبة لا تتضمن جا هـ أو ظا هـ. 

جاهـ وعوّض في المعادلة الأصلية لتحصل على:
جتاهـ

استخدم ظا هـ = 

جاهـ = 3
جتاهـ

جاهـ ×  

جا2هـ = 3
جتاهـ

جا2هـ = 3 جتاهـ
استخدم المتطابقة جا2هـ + جتا2هـ = 1

لتجد أن جا2هـ = 1 - جتا2هـ
عوّض بدل جا2هـ لتحصل على: 
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1 - جتا2هـ - 3 جتاهـ
بإعادة ترتيب المعادلة تحصل على: 

جتا2هـ + 3 جتاهـ - 1 = 0

	�المعادلة لا تحلل إلى العوامل، لذا استخدم   	   
الصيغة التربيعية مع المعادلة 

أ س2 + ب س + جـ = 0، بافتراض أن س = جتا هـ 
س٢ + ٣س - ١ = ٠

ويكون، أ = 1، ب = 3، جـ = -1 
 ٮ٢ - ٤ - ٮ ± 

٢
س = 

 (١-) (١)٢٣ - ٤  ± 3 -
)1(٢

س = 

13  ± 3- 
2

س = 

س = -3.3027، أو س = 0.3027
ومنها جتا هـ = - 3.3027  لا توجد حلول في 

الفترة -1 > جتا هـ > 1 
أو جتا هـ = 0.3027 
 72.38 = ومنها هـ

وبما أن جيب التمام موجب في الربع الرابع فإن 
287.62 = 72.38 - 360 الحلّ الثاني هو

الحلول هي: 287.6 ،72.4 )لأقرب منزلة 
عشرية واحدة(

(ـ (ـ = 4 )جاهـ + 2جتاه 	 5 )2جاهـ - جتاه 	)6
فكّ الأقواس: 10 جا هـ - 5 جتاهـ = 4 جاهـ + 8 جتاهـ 		

6 جا هـ = 13جتا هـ 
اقسم الطرفَين على جتا هـ، واستخدم 

جا هـ لتحصل على: 6 ظا هـ = 13
جتا هـ

ظا هـ = 

  13
6 ظا هـ = 

)13
6 هـ = ظا -1 ) 	 	

65.22 = هـ
الحلّ الثاني هو 65.22 + 180 )لأن الظلّ 

موجب في الربع الثالث(. 
الحلّن هما: 245.2 ،65.22 )لأقرب منزلة 

عشرية واحدة(
 2

جاهـ
1 + جتاهـ = 

جاهـ
جاهـ + 

1 + جتاهـ
  	 	)7

ين في الطرف الأيمن: اجمع الحدَّ
)1 + جتاهـ(2

جاه ـ)1 + جتاهـ(
  + 

)جاهـ(2
جاه ـ)1 + جتاهـ(

 =

جا2هـ + )1 + جتاهـ(2
جاه ـ)1 + جتاهـ(

 =

جا2هـ + 1 + 2جتاهـ + جتا2هـ
جاه ـ)1 + جتاهـ(

 =

استخدم المتطابقة جا2هـ + جتا2هـ = 1 لتبسّط 
البسط وتحصل على:

2 + 2جتاهـ
جاه ـ)1 + جتاهـ(

 =

2 )1 + جتاهـ(
جاه ـ)1 + جتاهـ(

 =

 2
جاهـ

 =
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2  = 1 + 3 جاهـ
جاهـ

	

2 = جاهـ + 3 جا2هـ
3 جا2هـ + جاهـ - 2 = 0

حلِّل إلى العوامل لتحصل على:
)3 جاهـ - 2( )جاهـ + 1( = 0

إما: جاهـ + 1 = 0
جاهـ = -1
270 = هـ

أو: 3 جاهـ - 2 = 0
جاهـ = 23 

41.81 = هـ
وحيث إن جيب الزاوية موجب في الربعَين الأول 

والثاني فإن الحل الثاني هو:
138.19 = 41.81 - 180

270 ،138.19 ،41.81 :الحلول هي

1 -  1
جاهـ

جتا هـ = 
ظا ه ـ)1 + جا هـ(

	 	)8

خُذ الطرف الأيمن:

اضرب كلً من البسط والمقام في )1 - جاه(ـ فينتج:
جتا ه ـ)1 - جا هـ(

ظا ه ـ)1 + جا هـ( )1 - جا هـ(
 =

فك المقام لتحصل على:
جتاه ـ)1 - جا هـ(
ظا ه ـ)1 - جا2ه(ـ

 =

استخدم المتطابقة جا2هـ + جتا2هـ = 1 ومنها يكون
1 - جا2هـ = جتا2هـ

عوّض بدل 1 - جا2هـ في المقام لتحصل على:

جتاه ـ)1 - جا هـ(
ظا ه ـ× جتا2هـ

 =

اقسم البسط والمقام على جتاهـ لتحصل على:
1 - جاهـ

ظا ه  × جتا هـ
 =

جا هـ وعوّض بدل ظا هـ 
جتا هـ

استخدم ظا هـ = 

فتحصل على: 
 1 - جا هـ

جا ه ـ  × جتاهـ
جتاهـ

1 - جاهـ
جا ه ـ

 =

1 -  1
جاهـ

 =

1 -  1
جاهـ

 =

1 = 1 -  1
جاهـ

 	

2 =  1
جاهـ

2جاهـ = 1

جاهـ = 12 

جيب الزاوية موجب في الربعَين الأول والثاني 
فيكون: 

150 = 30 - 180 = و  هـ 30= هـ 
150 ،30 :الحلّن هما
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 2
جتا2هـ

 = 1
1 - جاهـ

 + 1
1 + جاهـ

	 	)9

 ابدأ بالطرف الأيمن: 

 اجمع الكسرَين لتحصل على: 
1 + جاهـ

)1 - جاهـ( )1 + جاهـ(
1 - جاهـ + 

)1 - جاهـ( )1 + جاهـ(
 =

1 - جاهـ + 1 + جاهـ
)1 - جاهـ( )1 + جاهـ(

 =

  2
1 - جا2هـ

 =

استخدم المتطابقة جا2هـ + جتا2هـ = 1، ومنها يكون 1 - جا2هـ = جتا2هـ

 عوّض بدل 1 - جا2هـ لتحصل على:

  2
جتا2هـ

 = 

  2
جتا2هـ

	 جتاهـ × 

 بسّط الطرف الأيمن لتحصل على: 

5 =  2
جتا هـ

  

2 = 5 جتا هـ
جتا هـ = 0.4
66.42 = هـ 

جيب تمام الزاوية موجب في الربعَين الأول والرابع، وعليه يكون الحلّ:

293.57 = 66.42 - 360
293.6 ،66.4 :الحلّن هما
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1 + جتاهـ
1 - جتاهـ

 =
 2

   1
ظا هـ

 -  1
جا هـ

  	 	)10

خُذ الطرف الأيمن:
2

   1
ظا هـ

 -  1
جا هـ

   =

جاه ـ وعوّض بدل 
جتاه ـ

استخدم المتطابقة ظا هـ = 

ظا هـ لتحصل على:
2
    1

جاه ـ
جتاهـ

 +  1
جا هـ

   =

2
جتا ه ـ 
جا هـ

 +  1
جا هـ

   =

2
1 + جتا ه ـ

جا هـ
   =

ربّع لتحصل على:

)1 + جتاهـ( )1 + جتاهـ( 

جا2هـ
  =

استخدم المتطابقة جا2هـ + جتا2هـ = 1، ومنها 
يكون جا2هـ = 1 - جتا2هـ

عوّض بدل جا2هـ في المقام تحصل على:

)1 + جتاهـ( )1 + جتاهـ( 

1 - جتا2هـ
  =

حلِّل المقام مستخدمًا الفرق بين مربّعَين لتحصل 
على:

)1 + جتاهـ( )1 + جتاهـ( 
)1 - جتاهـ( )1 + جتاهـ(

 =

اقسم البسط والمقام على )١ + جتاهـ( لتحصل 
على:

1 + جتا هـ 
1 - جتا هـ

 =

1 + جتا هـ = 2
1 - جتا هـ

	 	

1 + جتا هـ = 2 )1 - جتا هـ(

1 + جتا هـ = 2 - 2 جتا هـ

3 جتا هـ = 1
1
جتا هـ = 3

70.52 = هـ

جيب تمام الزاوية موجب في الربع الأول والربع 
الرابع، فيكون الحل الثاني هو:

289.47 = 70.52 - 360

289.5 ،70.5 :الحلّن هما

�ابدأ الطرف الأيمن واكتبه في صورة فرق بين  	 	)11
مربعَين لتحصل على: 

)جتاهـ2هـ - جا2ه(ـ )جتاهـ2هـ + جا2ه(ـ

استخدم المتطابقة جتا2هـ + جا2هـ = 1 لتبسّط 

العبارة فتحصل على: )جتا2هـ - جا2ه(ـ )1(

وبما أنّ جا2هـ = 1 - جتا2هـ فإنّ: 

جتا2هـ - )1 - جتا2ه(ـ

= جتا2هـ - 1 + جتا2هـ

= 2جتا2هـ - 1

1
2جتا2هـ - 1 = 2 	

3
2جتا2هـ = 2

3
جتا2هـ = 4

ل  
شام

ي ال
رون

لكت
الا
لم 

مع
  ال



الرياضيّات المتقدمة للصف الثاني عشر - الفصل الدراسي الأول

118

3
4 جتاهـ = ± 

3
2 جتاهـ = ± 

 ،30 = الجذر الموجب يعطي هـ
و330 = 30 - 360 حيث جيب التمام يكون موجبًا في الربعَين الأوّل والرابع.

الجذر السالب يعطي هـ = 150، باستخدام تماثل منحنى دالة جتا لتحصل على:

210 = 150 - 360 = هـ

330 ،210 ،150 ،30 :الحلول هي

3 جتا  س - 2 ظا س = 0 	 	)12

0 =  2جا س 
جتا س 

3 جتا س - 

3 جتا 2س - 2جا س = 0

3 )1 - جا 2س( - 2جا س = 0

3 - 3 جا 2س - 2جا س = 0

3 جا 2س + 2جا س - 3 = 0

٣ - ٣جا 2س - ٢جاس = ٠

استخدم الصيغة التربيعية حيث

أ = 3، ب = 2، جـ = -3
 (٣-)(٣)٢٢ - ٤  ± 2-

6 جا س = 

 40  ± 2-
6  =

= -1.3874 أو 0.72076

جا س = -1.3874 ليس لها حلّ.

جا س = 0.72076 تعطي س = 0.8048، وحيث الجيب موجب في الربعَين الأوّل والثاني، فإن قيم س الأخرى هي:
0.8048 + π 2 ،0.8048 - π

القيم الثلاث حيث يتقاطع المنحنى مع محور السينات هي: س = 0.805، س = 2.34، س = 7.09
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