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الرياضيّات المتقدمة للصف الحادي عشر - الفصل الدراسي الأول: دليل المعلم

 ليس ضروريًا أن تجد الدالة العكسية قبل   
تحديد المجال والمدى. مجال د-١)س( هو 
مدى د)س(. مدى د-١ )س( هو مجال د)س(

 تتواجد الدالة العكسية د-١ )س( إذا كانت   
الدالة واحدًا إلى واحد حصرًا.

د: س  س2 + ٤س  
ص = س2 + ٤س
س = ص2 + ٤ص

أكمل المربّع للطرف الأيسر من المعادلة:
س = )ص + 2(2 - ٤
)ص + 2(2 = س + ٤
س + ٤ ص + 2 = 

س + ٤ ص = -2 + 
س + ٤ د-١ )س( = -2 + 

)خذ الجذر الموجب لأن مجال الدالة العكسية 
س ¯ -٤(.

 ٥
د: س  2س + ١   )3

 ٥
ص = 2س + ١

 ٥
س = 2ص + ١

س )2س + ١( = ٥
2س ص + س = ٥

2س ص + س = ٥ - س
٥ - س 

2س ص = 
٥ - س 

2س د-١)س( - 

فيكون، د)س( = )ل ° ي( )س(
الإجابة هي )ل ° ي( )س(

، س ≠ -١،  المجال: س ∋ 
، د)س( ≠ -١ المدى د)س( ∋ 

، س ¯ ٠ د)س( = س2 + ٣ حيث س ∋    )١

ص = س2 + ٣
س = س2 + ٣
ص2 = س - ٣
س - ٣ ص = 

س - ٣ د-١)س( = 
س + 7 
د)س( = س + 2  

س + 7 
ص = س + 2

س + 7 
س = س + 2

س )ص + 2( = ص + 7
س ص + 2س = ص + 7
س ص - ص = 7 - 2س

7 - 2س 
س - ١ ص = 

7 + 2س 
س - ١ د-١)س( = 

، س ¯ -2 2 + ٤س، س ∋  د: س     )٢
د: س  )س + 2(2 - ٤س

منحنى الدالة تربيعي على النحو ∪
رأس المنحنى )أدنى نقطة( عند )-2، -٤(

مدى د)س( هو د)س( ¯ -٤
مجال د-١)س( هو مدى د)س( نفسه
مدى د-١)س( هو مدى د)س( نفسه

وعليه، يكون مدى د-١)س( ¯ -2

س + ١ + ١  د)س( = س - 2  
س + ١ - ١( )ل ° ي( )س( = ل )

س + ١ - ١(2 - ١ ( =
س + ١ + ١ - ١ = س + ١ - 2

س + ١ = س - 2

تمارين 2-٣
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مجال د-١)س( هو مدى د نفسه، أي س ˘ ١  

هـ: س  2س2 - 8 س + ١٠   )5
ص = 2س2 - 8 س + ١٠

ص = 2)س2 - ٤س( + ١٠
١٠ + f22 - 2)2 - س(g2 = ص

ص = 2)س - 2(2 - 8 + ١٠
ص = 2)س - 2(2 + 2

 منحنى ص = 2)س - 2(2 + 2 تربيعي على 
النحو ∪

رأس )أدنى نقطة( المنحنى )2، 2(
 الدالة هـ: س  2س2 - 8 س + ١٠ حيث 

، س ¯ ٣ هي دالة واحد إلى واحد في  س ∋ 
هذا المجال.

  = 2)س - 2(2 + 2 
س = 2)ص - 2(2 + 2

س - 2  = )ص - 2(2
2

س - 2  = ص - 2 أخذنا الجذر الموجب
2

حيث مجال الدالة العكسية هو س ¯ ٣
س - 2 

2  + 2 = 

س - 2 
2 هـ-١ )س( = 2 + 

د: س  2س2 + ١2س - ١٤ يمكن كتابة الدالة   )6
 في صورة ص = 2)س - ٣(2 - ٣2 منحنى 

الدالة تربيعي على النحو ∪.
رأس )أدنى نقطة( المنحنى هو )-٣، -٣2(

2 + ١2س - ١٤ واحدًا  إذا كانت د: س  2
إلى واحد فإن د-١)س( يجب أن تكون دالة. لذا 

 علينا وضع قيود على مجال 
 ،  د: س   2س2 + ١2س - ١٤، س ∋ 

س ¯ ك لتصبح:
، 2 + ١2س - ١٤، س ∋  د: س  2

س ¯ -٣، أقل قيمة لـ ك هي -٣ 
١ - ١٤2 + 2 ص = 2  

س = 2ص2 + ١2ص - ١٤ 
س = 2)ص2 + ٦ص( - ١٤ 

 ١٤ - f2٣ - 2)ص + ٣(g2 = س
س = 2)ص + ٣(2 - ٣2
2)ص + ٣(2 = س + ٣2
س + ٣2 

 2 )ص + ٣(2 = 

س + ٣2  أخذنا الجذر الموجب لأن
2 ص + ٣ = 

مجال الدالة العكسيّة س ¯ -٣2
س + ٣2 

2 د-١)س( = ص = -٣ + 

د)س( = 9 - )س - ٣(2 حيث    )8
،  ˘ س ˘ 7 س ∋ 

منحنى  د)س( = 9 - )س - ٣(2 حيث 
س ∋  تربيعي على النحو ∩

نعرف ذلك لأن معامل س2 سالب. 
الرأس )٣، 9(. إذا كانت د)س( = 9 - )س - ٣(2 

دالة واحد إلى واحد فإن ك = ٣
د)س( = 9 - )س - ٣(2  )1  

ص = 9 - )س - ٣(2
 = 9 - )ص - ٣(2
)ص - ٣(2 = 9 - س
9 - س ص - ٣ = 

أخـذنا الجذر التربيعي الموجب لأن مجال 
الدالة العكسية هو س ˘ 9

9 - س د-١)س( = ٣ + 
 2(  مجال د-١)س( هو مدى د)س( نفسه، 

أي س ˘ 9
 المدى هو مجال د)س( نفسه، أي 

٣ ˘ د-١)س( ˘ 7
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9(   د)س( هي دالة عكسيّة لـ د-١)س( فقط إذا كانت 
كل منهما واحدًا إلى واحد.

، ٠ . س ˘ ٣ ٥س - ١  س ∋ 
س د-١)س( = 

٥س - ١ 
س ص = 

٥ص - ١ 
ص س = 

س ص = ٥ص - ١
٥ص - س ص = ١
ص )٥ - س( = ١

 ١
٥ - س ص = 

 ١
٥ - س د)س( = 

لتكون د)س( موجودة يجب أن تكون واحدًا إلى 
واحد.

 ١٤
٣ ٥س - ١  هو د-١)س( ˘ 

س مدى د-١)س( = 
)ينتج ذلك من تعويض قيم المجال 

٥س - ١ (.
س ٠ ˘ س ˘ ٣ في د-١)س( = 

١  يجب أن يكون
٥ - س مجال د)س( =   

 ١٤
٣  س ˘ 

٦

٤

٢

٢ ٤٠٢-
٢-

٤-

٤-

٦-

سد-١(س) = 
٥س - ١

١ ٥ - سد(س) = 

 لدالة واحد إلى واحد تكون د-١)س( انعكاسًا 
لـ د)س( حول المستقيم ص = س.

د)س( = ٣س + أ    )١0
)هـ ° د( )-١( = ه ـ)-٣ + أ(

= ب - ٥ )-٣ + أ( 
= ب + ١٥ - ٥ أ 
2 = ب + ١٥ - ٥ أ

٥أ - ب = ١٣........)١( 
أوجِد الدالة العكسيّة لـ هـ )س( 

ه ـ)س( = ب - ٥س
ص = ب - ٥س 
س = ب - ٥ص 
ب - س 

٥ ص = 
ب - 7 

٥ هـ-١)س( = 
ب - س 

٥ هـ-١)7( = 
ب = ١2

عوّض عن ب في معادلة )١( لتحصل على:
٥أ - ١2 = ١٣

أ = ٥
الحلّ هو أ = ٥، ب = ١2

د)س( = ٣س - ١    )١١
ص = ٣س - ١ 
س = ٣ص - ١ 

س + ١ 
٣ ص = 

س + ١ 
٣ د-١)س( = 

 ٣
ه ـ)س( = 2س - ٤

 ٣
ص = 2س - ٤

 ٣
س = 2ص - ٤

س )2ص - ٤( = ٣
2س ص - ٤س = ٣

٤س + ٣ 
2س ص = 

٤س + ٣  
2س هـ-١)س( = 
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٤س + ٣ 
2س س + ١  = 

٣  

2س )س + ١( = ٣)٤س + ٣(
2س2 + 2س = ١2س + 9

2س2 -١٠س - 9 = ٠
أ = 2، ب = -١٠، جـ = -9 

حتى يكون لهذه المعادلة جذران حقيقيان سيكون 
ب2 - ٤أ جـ ¯ ٠ 

 ب2 - ٤أ جـ  = )-١٠(2 - ٤ )2( )-9(
١72 =

 ١ ¯ ٠72
∴ للمعادلة جذران حقيقيان.

، لكل  د: س  )2س - ١(٣ - ٣، س ∋    )١٢

١ ˘ س ˘ ٣ 
ص = )2س - ١(٣ - ٣
س = )2ص - ١(٣ - ٣
)2ص - ١(٣ = س + ٣ 
س + ٣ 2ص - ١ = ٣
س + ٣ ١ + ٣

2 ص = 
س + ٣ ١ + ٣

2 د-١)س( = 

) س + ٣ ١ )١ + ٣ 
أو 2

  مجال د-١)س( مدى د)س( نفسه. ومدى د)س( 
هو -2 ˘ د)س( ˘ ١22 )من تعويض قيم 

المجال* في د)س((. مجال د)س( 
هو -2 ˘ س ˘ ١22 

 ١
س - ١ د)س( =    )١4

 ١
س - ١ ص = 

 ١
ص - ١ س = 

س )ص - ١( = ١
س ص - س = ١

س ص = س + ١
س + ١ 

س ص = 
س + ١ 

س د-١)س( = 

د)س( = د-١)س(  
س + ١ 

س  =  ١
س - ١

س = )س + ١( )س - ١(
س = س2 - ١

س2 - س - ١ = ٠
حلّ المعادلة س2 - س - ١ = ٠   

باستخدام الصيغة التربيعية؛ أ = ١، ب = -١، 
جـ = -١

)١( )-١( ٤ - 2)١ ±   )-١- -
)١(2 س = 

 ٥  ± ١
2 س = 

 ١
٣ - س د)س( =    )١5

 ١
٣ - س ص = 

 ١
٣ - ص س = 

س )٣ - ص( = ١
٣س - س ص = ١
س ص = ٣س - ١

٣س - ١ 
س  ص = 

٣س - ١ 
س  د-١)س( = 

د)س( ≠ د-١)س( لذا فهي ليست عكسيّة لنفسها
2س + ١ 
س - 2 د)س( =   

2س + ١ 
س - 2 ص = 

2ص + ١ 
ص - 2 س = 

س )ص - 2( = 2ص + ١ 
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س ص - 2 س = 2ص + ١ 
س ص - 2 ص = 2س + ١ 

ص )س - 2( = 2س + ١
2س + ١ 
س - 2 ص = 

2س + ١ 
س - 2 د-١)س( = 

د)س( = د-١)س(، لذا تكون د)س( عكسيّة 
لنفسها.

٣س + ٥ 
د)س( = ٤س - ٣  

٣س + ٥ 
ص = ٤س - ٣

٣ص + ٥ 
س = ٤ص - ٣

س )٤ص - ٣( = ٣ص + ٥
٤س ص - ٣ س = ٣ص + ٥ 
٤س ص - ٣ ص = ٣س+ ٥ 
ص )٤س - ٣( = ٣س + ٥ 

٣س + ٥ 
ص = ٤س - ٣

٣س + ٥ 
د-١)س( = ٤س - ٣

د)س( = د-١)س(، لذا تكون د)س( عكسيّة 
لنفسها.

)د ° هـ( )س( = د)٤ - 2س(    )١6

)د ° هـ( )س( = ٣)٤ - 2س( - ٥
)د ° هـ( )س( = 7 - ٦س

أوجد )د ° هـ(-١)س(
ص = 7 - ٦س
س = 7 - ٦ص
7 - س 

٦ ص = 
7 - س 

٦ )د ° هـ(-١)س( = 

أوجد د-١)س(   )1  
ص = ٣س - ٥ 

س = ٣ص - ٥ 
٣ص = س + ٥ 
س + ٥ 

٣ ص = 
س + ٥ 

٣ د-١)س( = 
أوجد هـ-١)س( 
ص = ٤ - 2س
س = ٤ - 2ص 
2ص = ٤ - س
س 
2 ص = ٤ - 

٤ - س 
2 هـ-١)س( = 

٤ - س (
2 )د-١ ° هـ-١( )س( = د-١)

 
٤ - س  + ٥ 

2
 ٣  =

اضرب البسط والمقام في 2 لتحصل على: 
٤ - س + ١٠ 

٦ )د-١ ° هـ-١( )س( = 
١٤ - س 

٦ )د-١ ° هـ-١( )س( = 

س + ٥ ( 
٣ )هـ-١ ° د-١( )س( = هـ-١)  )2

 
س + ٥ (  

٣ ( - ٤ 
 2  =

اضرب البسط والمقام في ٣ لتحصل على: 

١2 - )س + ٥( 
٦ )هـ-١ ° د-١( )س( = 
7 - س 

٦ )هـ-١ ° د-١( )س( = 

° د-١( )س( 
)د ° هـ(-١)س( = )هـ-١  

هذه النتيجة صحيحة دائمًا بافتراض أن الدوال 
العكسية وتركيب الدوال متحقق دائمًا ولا توجد 

مشاكل مع المجال والمدى.
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